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Téma:

Vypocet charakteristického vlastniho cisla singularity (exponentu
singularity napéti) pro obecny koncentrator napéti.

Zadani:

Pro zvolenou materidlovou konfiguraci a obecny koncentrator napéti (trhlina koncici na
rozhrani dvou materiall) vypoctéte charakteristické vlastni Cislo singularity 6 a urcete funkci
rozlozeni posuvl a napéti v okoli kofene tohoto koncentratoru.

ReSeni:
V okoli vrcholu trhliny se pro posuvy, napéti a vyslednou silu podél poloptimky vedouci
z pocatku souradného systému muze psat
o=H-r""-F(0), u=H-r’-g(0), -T=H-r’-£(6) (1)
Cilem je nalézt exponent & a funkce F(6), g(6), f(6). Tyto funkce se sestavi z nasledujicich
vztahti (detailnéjsi popis — viz zavérecna zprava):

F=L:¢"®+L2" "0 g=4-¢¢+4:2°9, f=Lc 9+l 5 (2

]

Obr. 1. Schéma polonekone¢né trhliny kolmé k rozhrani dvou materiala

Okrajové podminky feSeni problému jsou dvoji: vzijemné spojeni obou materidli se
predpoklada jako idedlni, tj. pro 8 = 0 a = m musi platit
T =—T” o' =u”

_T11 — _TUI u11 — ul[] (3)
a dale lice trhlin musi byt bez napéti, tj. pro 8 = —n/2 a 8 = 31/2 musi platit
_TI — 0, _ TI][ — O (4)



Indexy I, II a Il znac¢i oblast bi-materidlu, které se dand okrajova podminka tyka, viz.
Obr. 1. Pomoci druhého a ttfetiho vztahu v (1) a okrajovych podminek (3) a (4) se sestavi
soustava dvanacti homogennich linearnich rovnic:

K(6)v=0 (5)

kde K(9) je matice dané soustavy, jejiz prvky zavisi na exponentu o a v je jemu odpovidajici
vlastni vektor.

Aby soustava (5) méla netrividlni feSeni, musi byt rovnice soustavy vzajemné linearné
zéavislé, tj. determinant matice soustavy K musi byt nulovy

det(K(5))=0 (6)

Rovnice (6) je nelinearni, a jeji nejmensi kladny koten o je hledany exponent singularity.
S exponentem singularity J je tzce spojen problém hledéani vlastnich ¢isel a vlastnich vektori
matice K. Dosazenim exponentu ¢ zpét do matice K se jako feSeni soustavy (5) dostane
vlastni vektor matice K, ktery odpovida jejimu vlastnimu ¢islu 6 = 0. Exponent J je
doprovézen svym dudlnim prot&jskem 0 = —J a jemu odpovidajicim vlastnim vektorem v',
ktery je feSenim sdruzené homogenni soustavy rovnic

K(&)v' =0 (7)

Znalost dudlniho (pomocného) teSeni je dulezitd k vyjadieni zobecnéného souclinitele
intenzity napéti pomoci tzv. y-integralu — viz metodicky list ¢.2/4.

Demonstrativni vypocet:

Model je zhotoven ze dvou materidlovych vrstev M1 a M2, kde elastické vlastnosti obou
materiald jsou identické: E; = 137 GPa, Er=Ez= 10,8 GPa Gzr=3,36 GPa vz =0,49 Gz =
G, = 5,65 GPa vz = v = 0,238 — pouze hlavni materidlové sméry jsou vzajemné u téchto
materidli pootoCeny o 90°. Prakticky to znamend, ze material M1 ma Younglv modul E; ve
sméru osy y a materidl M2 ma E; ve sméru osy x (viz Obr.1). Je samoziejm&é mozné si
nadefinovat jakykoliv vlastni ortotropni material — viz nésledujici postup.

Kroky samotného vypoctu uzitim zdrojového souboru jsou nasledujici:

1. Vsouboru ,,Singularity analysis_orthotropic problem.mws* (zdrojovy soubor pro
MAPLE — nachazi se v adresati ,,/ Singularita®) v Casti Inputs jsou zadany vyse
uvedené vstupni materidlové charakteristiky obou materialli, nato¢eni materialovych
smért E; vzhledem ke kladné ose x (Obr.l) a typ rovinné ulohy (rovinna
napjatost/rovinnd deformace), viz. obr. 2.

2. Nasleduje vypocet vlastnich Cisel obou materialli a proces sestaveni matice K(0).
3. Je vygenerovana nelinearni rovnice (6) ve tvaru
det(K(0)) = Re{det(K(9))} + i Im{det(K(9))} =0 (8)
jejiz redlna a imaginarni ¢ast jsou vykresleny v zavislosti na 9, viz obr. 3.

4. Reédlna &ast rovnice (8) je vykreslena &ervené, imagindrni ¢ast modie. ReSenim
rovnice (8) jsou spolecné body obou kiivek na ose o. Pro vysSe uvedenou konfiguraci
bi-materidlu, exponent singularity nabyva hodnoty ¢ = 0,3283175491, viz obr. 3.
Ostatni feSeni exponentu singularity o odpovidaji zbyvajicim ¢lenim Williamsova

rozvoje, které maji taktéz singularni charakter, ale odpovidaji jinému charakteru
zatézovani nezZ médu I.



5. V dalsi c¢asti je exponent o dosazen zpétdo matice K(0) a nasleduje procedura
nalezeni vlastnich Cisel a vlastnich vektorti matice K(9). Procedura vygeneruje dvé
vlastni ¢isla a jim odpovidajici realné a imagindrni hodnoty vlastnich vektort, viz.
obr. 4. Alesponn jedno vlastni ¢islo je nulové. Nenulové vlastni ¢islo a jemu
odpovidajici vlastni vektor jsou matematickym feSenim problému, avSak
z tyzikalniho hlediska nemaji vyznam.

6. Vypocteny vlastni vektor odpovidd oblasti I pod trhlinou a pro zkoumanou
konfiguraci jeho soufadnice nabyvaji hodnot u = [0.9078586370 + 1 1.601464994,
0.4192763946 +10.237684681]".

7. Nasleduje procedura, ktera dopocita vlastni vektory zbyvajicich ¢asti bi-materialu, tj.
¢asti II a III, viz. Obr. 5. Pro zkoumanou konfiguraci bi-materialu to jsou vektory v =
[-0.4770818838 + i 0.2704541839, 0.2203307475 + i 0.3886640117]" a w = [-
0.9671249395 - i 0.0228653789, -0.0059858589 + i 0.2532010747]"

8. Na zavér jsou dopocteny vlastni vektory pomocného feSeni odpovidajici exponentu
singularity 8" = —4, viz. obr. 6 a 7.

9. VSechny pottebné  veli€éiny jsou zapsany do  vystupniho  souboru
vl _vektory z maplu.m® (viz obr. 8.), ktery je zaroven vstupnim souborem do systému
MATLAB, kde potom na zéklad¢ téchto veli¢in miizeme vypocitat v libovolném misté
v okoli kotfene trhliny hodnotu posuvu ¢i napéti. To se bude nasledné hodit naptiklad
pro vypocet zobecnéného soulinitele intensity napéti.

e £ vew Incst Foms [T r———. ®
CERRE (e ] ETE EE == E] FERB] [ E B

[F Voo =] [Tmeitiempomen =] 2 =] [BlZ]Y] EE[Z] [&

[ [» assume(dalta,real)

= Inputs

The elastic preperties of the bamatenal are derved on the assumption, that both matenals have idenical elastic propertess with diferent Bber cnentation [ i necessary to mput longhudnal (L) and
transverse (7, Z) elamic properties, the Bber enentaton of both matenals, plan stress or plan stram conditions,

SOLVED BIMATERIAL CONFIGURATION:

Longiiudinal elastic properties:

¥ oung's modulus [Pa
> EL[I]) := 137a9
Shear modulus [Pa]

> GZIL[I] := 5.G6509;
»> GTL[I] := 5.65a9
Peisson's rabio

> nmuZL[I] := 0.238;
> auTL([I] :-= 0.238;

Tma 073 |Byiex 150K | Avelstis 1896

Obr. 2. Zadavani elastickych konstant materiall
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> delta resl:=fsolve(10742*%rk22,delta=0.22);
delta res1 =0.3283175401
{ > ﬂeltaﬁres? :=fsolve (10742%i1k22 ,delta=0.32) ;
delta res2 =0.3283175401 -

Time: 6985 | Bytes: 172M | Available: 532M
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Obr. 3. Redlna a imaginarni ¢ast funkce pro vlastni ¢isla.
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OzR[REE] [ [R=E =]7] E[TE] EE
(=[] [@[ ]

printf ("--%0.0f--\n",il): j

>

> printf("vlastni cislo: %a\n", lambda[il]):

> printf("absoclutni hodnota: %a\n", evalf (abs(lambda[il]))):
> printf("vlastni wvektor: %a\n", rul[l,il]):

> printf (" %a\n", rul[2,il]):

> end;

exponent singularity: .3283175491

—1e

vlastni cisla: 0.
absolutni hodnota: 0.
vlastni vektor: -.3078586370
.4122763946
—2e
vlastni cislo: 13.76641027
absolutni hodnota: 13.76641027
vlastni vektor: .1171040730
-1.155575255 |
> ru:=array(l..2,1..2):
> for il from 1 to 2 do
> for i2 from 1 teo 2 do
> rulil,i2]:=evalc(Re(rul[il,i2]));

> end;
> end;
> iu:=evalm (-I* (I22+rAV2I+I*iAY2T) &* inverse (I22- (rAY2I+I*iAY2TI)) &* ru):
> print (iu) ;
> iu:=evalm(Re (-I* (I22+rAY2I+I*iAY2T) &* inverse (I22- (rAY2I+I*iAY2T)) &* ru)):
> print (evalm(ru+I*iu)) ;
1601464994 + 02149761867 IlO_S I 1881366108 + 04569273174 IlO'S I
8 8

0.237684681 + 0.1471989050 10 "1 2.876650357 + 0.6198788939 10~
-0.9078586370 + 1.6014649941 0.1171040790 + 1.881366108 I}

0.4192763946 + 0.2376846811 -1.155575255 + 2.876630357 1
() normal :=sqgrt(Re( (rull,1]+I*iu[l,1])* (rull,1]-I*iu[l,1])+(rul2,1]+I*iu[2,1])* (rul2,1]1-I*iul[2,1]1)));

=l

Time: §9.85 | Bptes: 172M | Awailable: 680

Obr. 4. Vypis vlastnich vektort pro vypoctené vlastni Cislo.
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[O[z[®[E]S] [ [=[E] (Z[T]e] [©] (1]

W
[ [0.2203307474 + 0.1245038679 T -0.3184995786 + 0.7928621893 1] B
[) normal:=Re((ru[l,1]+I*iu[l,1])*(ru[l,1]-I*iu[l,1])+(ru[2,1]+I*iu[2,1])*(rul2,1]-I*iu[2,1]));
normal = 1.000000000
[) norma2:=Re ((ru[l,2]+I*iu[l,2])*(ru[l,2]-I*iu[l,2])+(ru[2,2]+I*iu[2,2])*(rul[2,2]-I*iu[2,2]));
norma2 = 1.000000001

> u ci=evalm(- (rAY2I+I*iAY2T) &* (ru+I*iu)):
> print (u_c) ;
[-0,4770818832 — 084157368131 0.0322762188 — 0.5185420072 IJ

02203307473 — 0.12490386741 -0.3184995781 — 0.7928621884
> v:=evalm(inverse (2*rABOII) &* (((rABOI+I*iABOI)+ (rABOII-I*iABOIT)) &* (ru+I*iu)-((rABOI-I*iABOT)- (rABOTII-I*iABOII)) &*
(ru-I*iu))) ;
{—0.4770818838 +0.27045418391 0.03227621885 + 0.1666423969 I:|

02203307475 + 038866401171 -0.3184995788 + 24671533741
> v_cr=evalm((ru+I*iu)+ (ru-I*iu)-v);

v

{-0,4770818832 — 027045418391 0.03227621883 — 0.1666423969 I}
=

B 0.2203307473 — 038866401171  -0.3184995784 — 2 4671533741
> wi—evalm(inverse (rAB1TIT+T*iABITIT+ (rABITITI-T*iABITIIT) &* (rAY3TTIT+I*iAY3TIIT)) &* ((rABIIT+I*iABITI) &* v -
(rAB1II-I*iAB1II) &* conjugate(v)));
[—0.967124939570.022863537891 —0.825003]74670.087566167941}

-0.0059858589 + 0.2532010747 1 0.1978554007 + 0.2212118774 1
> w_c:=evalm(- (rAY3TIT+I*iAY3III) &* w);

{ -0.9671249385 + 0022863537601 -0.8250031737 + 0.08736616769 I}
w_e=

-0.005985858812 - 0.25320107491  0.1978554006 — 0.22121187761
[3i>>2i>>2i>>2i>>3i>>3i>>3i>>2i>>2i>>2i>>3i>>3i>>3i>>2i>>2i>>2i>>3i>>3i>>>i>>2i>>2i>>3i>>3i>>3i>>2i>>2i>>2i>>3i2>>i£>>i£>>>$>>>i>>>i>>
> evalm(rAM22 &* (ru));evalm(iAM22 &* (ru));

|:0,20 1078 0,4443276698}

0. -4.384595870
10 ]

-0.77748707 10~ 0.1492867875 10"

-0.3445217523 10,3 -0.9481909706 10,3

Time: B98s | Bytes: 172M | Available: 754M

Obr. 5. Vypis vlastnich vektorii pro vypoctené vlastni ¢islo v materialové oblsti II a III (vektory v, w)

Maple 11 - [asymptotic stress15.mws -
R File Edit View Insert Format Window Help

NEREEIEEE [T [FE [=[=] (€] (1] (] =]
[=]a] [eal {4

> printf("vlastni wvektor: %a\n", rul pom[1l,il]): j
> printf(" %a\n", rul_pom[2,il]):

> end;

exponent singularity: -.3283175491

l1-

vlastni cislo: -.le-7

absolutni hodnota: .le-7

vlastni vektor: -.9824262524
.1866511681

—2e

vlastni cislo: 19.45682517

absolutni hodnota: 19.45682517

vlastni vektor: -.5973310437
-.9044011810

> ru pom:=array(1l..2,1..2):

> for il from 1 to 2 do

> for i2 from 1 teo 2 do

> ru pom[il,i2]:=evalc(Re(rul pom[il, i21));

iu pom:=evalm(-I* (I22+rAY2T pom+I*iAY2I pom) &* inverse (I22- (rA¥2I pom+I*iAY2I pom)) &* ru pom):

print (iu_pom) ; J
iu pom:—evalm(Re (-I* (I22+rAY¥Y2I pom+I*iAY2I pom) &* inverse (I22-(rAY2I_ pom+I*iAY2I pom)) &* ru pom)):

print (evalm(ru pom+I*iu pom)) ;

VYV V VYV

-1.733002462 + 0.2799963918 IlO_S T -5.743849640 + 0.6791863871 IlO_8 I

-0.1058111646 + 0.3566433153 1079 I -2.750974951 + 0.2557987551 1078
-0.9824262524 — 1.7330024621 -0.5973310437 — 5.743849640 ﬂ

0.1866511681 — 0.10581116461 -0.9044011810 — 2.750974951
normal pom:=sqgrt(Re((ru pom[1l,1]+I*iu pom[1,1])}* (ru pom[1l,1]-I*iu pom[1,1])+(ru pom[2,1]+I*iu pom[2,1])* (ru pom[2,61]-T*iu
pom[2,11)));

v

normal_pom = 2.003620108
P norma2 pom:=sqrt (Re((ru_pom[1,2]+I%iu _pom[1,2]1)* (ru_pom[1,2]-I*iu pom[1,2])+(ru_pom[2,2]+I*iu_pom[2,2])* (ru_pom[2,2]-T*iu_
o o1y .

Time: 698s | Bytes: 172M | Available: 782M

Obr. 6. Vypocet vlastniho vektoru odpovidajici vlastnimu ¢islu pomocného feseni v materialové
oblasti L.
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[O[=[BRE[S] [ [r[@] [5]7] [E][T]E] [S7=] [©] (1] [ =]
W
{ [0.09315695492 —0.052809993361 -0.1399954566 — 0.4258331396 IJ

> normal pom:=Re((ru pom[l,1]+I*iu pom[1,1])*(ru pom[1l,1]-I*iu pom[1,1])+(ru pom[2,1]+I*iu pom[2,1])* (ru pom[2,1]-I*iu pom[2
s11))

normal_pom = 0.9999999997

> nerma2 pom:=Re(({(ru_pem[1l,2]+I*iu _pom[1,2])*(ru pom[1,2]-I*iu pom[1,2])+(ru _pom[2,2]+I*iu pom[2,2])}*(ru_pem[2,2]-I*iu pom[2
2100
norma_pom = 0.9999999998
> u pom c:=evalm(-(rAY¥2I pom+I*iAY2I pom) &* (ru pom+I*iu pom)):
> pzlntTu_pom_c) H N N N N
{ -0.4903256098 + 0.86493565021  -0.0924629841 + 0.8891107945 I}
0.09315696482 + 0.052809993301 -0.1399954566 + 0.4258331394
> v _pom:=evalm(inverse (2*rABOII pom) &* (((rABOI pom+I*iAB0I pom)+ (rABOII pom-I*iABOII pom)) &*
(ru pom+T*iu pom) - ( (rABOT pom- T*iABOT pom) - (rABOTT pom-T*iABOTT pom)) &* (ru pom-T*iu pom))) ;

-0.4903256104 — 0.2779619546 1  -0.09246298436 — 0.2857310530 I]

0.09315696492 — 0.16432912931  -0.1399954567 — 1.325067183 1
> v_pom_c:=evalm((ru_pom+I*iu_pom)+ (ru_pom-I*iu_pom)-v_pom) ;
-0.4903256104 +0.2779619546 1 -0.09246298424 + 0.2857310530 [:|
0.09315696488 + 0.16432912931  -0.1399934565 + 1325067183 1
> w_pom:=evalm(inverse (rAB1III pom+I*iABIIII pom+ (rABIIII pom-I*iABIIII pom) &* (rAY3IIT pom+I*iAY3TIII pom)) &*
((rAB11T pom+I*iABITI pom) &* v_pom - (rABITI pom-I*iABI1IT pom) &* conjugate(v_pom))); -
-0.9939721926 + 0.023498227221 1.080857173 + 0.06031345324 I}
-0.00253085109 — 0.10705470721 0.1080874864 + 0.1137037236
> w_pom c:=evalm(- (rAY3III_pom+I*iAY3III pom) &* w_pom) ;
-0.9939721917 — 0.023498226521 1.080857172 - 0.06031345401 [:|
-0.002530851013 + 0.10705470701 0.1080874862 — 0.1137037236 1
[ s B D S B B B S B S IS S SIS S ISR PSS IS B IS SRS SIS SIS SIS PSS
> evalm(rAM22 pom &* ru pom) ;evalm(iAM22 pem &* ru pom) ;I

v_pom ;:{

v_pom_c :=|:

W_pom :2{
Ww_pom_c :=|:

02 1078 -1.799036121

-0.1 107g -2.723867124

Time: B98s | Bytes: 172M | Available: 788M

Obr. 7. Vypis vlastnich vektori pro pomocné feSeni materialové oblasti II a III (vektory v_pom,
Ww_pom).

Y vl_vektory_z_maplu - Poznamkovy blok [Z]@

Charakteristické vlastni ¢islo singularity — _|geuber Opravy Formét Zobrazeri Hipovéda
. ., v v, | delta=0.3283175491;
pro singularni a pomocné feseni - o, o* deltas=—0.3283175451;

(| All_1=-1.713734360E- O4+O OOOOOOOOOE+OO]
Alz 1=-5,617714441E-06+0, 000000000E+00];
QO000000E+00-2. FOP43B747E- 05]
. 000000000E+00-1. 1064 784 62E- 04],
ALl l Fl3734361LE-04+0. 000000000E+00],

. A12_2-"5.617714442E 0610, 000000000E+007 &
Matice A < | 2215350 boc000000es00-8. 7008 0089 083}

A22_ . 000000000E+00-3, 555858931E- 05],
ALl 1.713734360E-0440, 000000000E+00D];
A2 5.617714441E-06+0. 000000000E+00],
A2l . 000000000E+00-2. 7O74358747E-057];

> A22_ . 000000000E+00-1.106478402E-04

L11_1=0.000000000E+00-4 . 8104 6666GE+00
Llz_1 000000000E+00-6. 45653427 5E-01
. 000000000E+00+0. 000000000E+00
L22_1=1,000000000E+00+0. 00Q000000E+00

. L11_2=0. 000000000E+00-1. 54881854 3E+00
Matice L < L12_2=0. 000000000E+00-2. 074 918388E-01
L21_2=1. 0000Q0OD0E+QD+0, 00C00D0COE+0D
122_2=1. 000000000E+00+0. 00000D0G0E+00
L11_3=0. 000000000E+00-4 . 8104 65666E+00
L12_3=0. 000000000E+00-6. 45653427 5E-01
L21_3=1. 0000Q00D0E+00+0, 00C00D0COE+0D

L 000000000E+00+0. 000000000E+00
mil_1=0.000000000E+00+4 . 3194 66666E+00
miz_1 000000000E+00+6, 45653427 5E-0L
i L 000000000E+00+1. 54B818543E+00
. 000000000E+00+2. 074 918388E-01
- 000000000E+00+4 . 8194 66666E+00
. 000000000E+00+6. 4563534 273E-017];
4. 77081EBI2E-01+8.415736813E - 01],
.203307473E-01+1. 2490383674E-011;
4. 770818838E—01+2. 704 741 B39E— -01j;
. 203307475E-01+3, 886640117E-017;
.6712493956-01-2.286353789E-02];
- 985858800E- 03+2 53201074 7E-! 01],

Cisla pu; a p, pro
oblasti I, IT a III.

Vektory @; a ¢, pro oblasti I, IT a III
odpovidajici singularnimu feseni.

X g

- B

T R

e R R T e N i B |
|

Vektory ¢@; a @, pro oblasti I, II a III

, ., , . , 315696492E 02-1.643291293E- 01],
odpovidajici pomocnému feseni.

3. 939?21926!{ 01+2 3408227226~ 021

Radek 1, Sloug

Obr. 8. Vystupni soubor ze zdrojového kddu MAPLU obsahujici vlastni vektory a vlastni Cisla

singularniho a pomocného feseni (jedna se zarovei o zdrojovy soubor do MATLABu) — ]

— imaginarni jednotka.

Pozn.: Vyznam vSech vystupnich parametrt viz zdvérecna zprava — analyza singularity.
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I'Jkoly pro studenty:

- Provedte vypocet charakteristického vlastniho ¢isla singularity & pro rizné moduly
pruznosti Er a vysledek okomentujte.

- Provedte vypocCet charakteristického vlastniho ¢isla singularity 6 pro sméry Ep
pootocené u o obou materidld o 90 stupnd oproti vychozimu stavu a vysledek
okomentujte. Jaky typ singularity dostanete?



